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RÉSUMÉ. Soit X un espace homogène d'un groupe algébrique linéaire connexe 
G sur C. Soit x G X{C). On désigne par H le stabilisateur de x dans G. On 
montre qu'on peut définir algébriquement le groupe fondamental topologique 
7rj°''(X(C),x). Si Pic(G) = et if est connexe ou abélien, on calcule 
nf"''(X{C),x) en termes des groupes de caractères de G et H. En outre, si G 
et X sont définis sur un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0, on 
calcule la partie première à p du groupe fondamental étale de X en termes des 
groupes de caractères de G et H (si Pic(G) =0 elH est connexe ou abélien). 

Abstract. Let X be a homogeneous space of a connected linear algebraic 
group G defined over C. Let x e X{C). We dénote by H the stabilizer of x 
in G. We show that the topological fundamental group 7tf''^{X(C),x) can be 
defined algebraically. If Pic (G) = and H is connected or abelian, we compute 
7rj°''(X(C),x) in terms of the character groups of G and H. Furthermore, when 
G and X are defined over an algebraically closed field of characteristic p>0,we 
compute the prime-to-p étale fundamental group of X in terms of the character 
groups of G and H (if Pic(G) = and H is connected or abelian). 



0. Introduction 

Le groupe fondamental topologique d'un groupe linéaire connexe sur C a été 
défini algébriquement par Merkurjev [Me § 10.1] et par le premier auteur [IB2I 
Def. 1.3]. Une troisième définition a été proposée par Colliot-Thélène BCTl Prop.- 
Déf. 6.1]. La définition de Colliot-Thélène a été généralisée par Gonzâlez-Avilés 



UGAl Def. 3.7] aux schémas en groupes réductifs. Dans cet article on définit 
algébriquement le groupe fondamental topologique d'un espace homogène d'un 
groupe algébrique linéaire sur C, et on calcule ce groupe fondamental sous une 
certaine condition de connexité sur le stabilisateur d'un point. De plus, en utilisant 
des résultats récents de Brion et Szamuely (voir HBrSzl ) et des résultats classiques 
sur le groupe fondamental (voir Szamuely IlSzl ). on considère le cas où G et X sont 
définis sur un corps algébriquement clos de caractéristique p >0, et on calcule le 
groupe fondamental étale premier à. pdeX en fonction des groupes de caractères de 
G et H dans ce cas (sous la même hypothèse de connexité pour les stabilisateurs). 

0.1. Soit X une variété algébrique définie sur C. Soit x € X{C). On 
considère l'espace topologique pointé (X(C),x) et le groupe fondamental 
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topologique Kf^{X{C),x). On écrit 7i:^°^{X,x) pour 7i:^°^{X{C),x). On pose Z(l) = 
7rj°''(Gm(C), 1) = 7r|°^(C^, 1), où G„, est le groupe multiplicatif. Le groupe Z(l) 
est isomorphe à Z, mais non canoniquement. On pose 

n'°^{X,x){-l) ■.= Uom{Z{\),nf^{X,x)). 

Alors K^°^ {X ,x){—l) est un groupe isomorphe à 7l^°^{X,x), mais non canonique- 
ment. 

Soit /: {Gm.Cj 1) — 5- (X,jc) un morphisme de variétés pointées. Par fonctorialité 
on obtient un élément 

/fP G Hom(Z(l),<P(X,^)) = <P(X,^)(-1). 

On dit que les éléments de {X ,x){—\) de la forme fl°^ sont strictement 
algébriques. On désigne par n^^"^ {X ,x){—\)s[g le sous-groupe de K^^"^ {X,x){—\) 
engendré par les éléments strictement algébriques. 

0.2. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 0. On pose Z(l) = 
;rf (Gm,j(:, 1), où 71^' désigne le groupe fondamental étale, voir Szamuely lISzl § 5.4]. 
Le groupe Z(l) est isomorphe à Z, mais non canoniquement. 
Soit X une variété algébrique sur k, et soit x ÇiX{k). On pose 

Tif (X , x) ( - 1 ) : = Hom,ont. (Z ( 1 ) , jrf (X , x) ) , 

groupe des homomorphismes de groupes, continus, de Z(l) vers Tzf{X,x). Alors 
nf{X,x){—\) est un groupe isomorphe à nf{X,x), mais non canoniquement. 

Soit/: (G„,,t,l) (^;^) un morphisme de fc-variétés pointées. Par fonctorialité 
on obtient un élément 

/f GHomco„t.(^(l),^f = nf{X,x){-\). 

On désigne par Tif (X,x)(— l)aig le sous-groupe de Tlf (X,x)(— 1) engendré par les 
éléments de la forme ff. 

0.3. Soit (X,x) une variété pointée sur C. Alors 7if{X,x) est canoniquement 
isomorphe à la complétion profinie de 7rj''''(X,x), voir Grothendieck flGrl Exposé 
Xn, Corollaire 5.2] et en particulier Z(l) = 7rj'(G„,_c, 1) est canoniquement 
isomorphe à la complétion profinie de Z(l) = 7rî°^(G„,,C) 1)- Tout homomorphisme 
Z(l) — )• 7r|°''(X,x) induit un homomorphisme des complétions Z(l) — > 7r^'(X,x). 
Par conséquent on obtient un homomorphisme x : tt (X , x) ( — 1 ) ^ 71^ ' (X , x) ( — 1 ) 
identifiant Trf (X,x)(— 1) avec la complétion profinie de 7r|°''(X,x)(— 1). 

Théorème 0.4 (Théorème 11.51 ). Soit X un espace homogène d'un groupe 
algébrique linéaire connexe G défini sur C. Alors V homomorphisme 
x: 7rj°P(X,x)(— 1) ^ ;rj'(X,x)(— 1) induit un isomorphisme de groupes 

<P(X,x)(-l) ^ Trf (X,x)(-l)aig c Trf (X,x)(-1). 

Comme T. Szamuely nous l'a fait remarquer, ce résultat ne s'étend pas aux 
groupes algébriques non linéaires. En effet, déjà pour une variété abélienne A sur 
C de dimension positive, il n'y a pas de morphisme non constant de Gm,c vers A 
(car il n'existe pas d'application rationnelle non constante de vers A), alors que 
<P(A)/0. 
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Corollaire 0.5 (Corollaire ll.6l l. Soit G un groupe algébrique linéaire connexe 
arbitraire sur C, et soit X un espace homogène arbitraire de G. Soit T G 
Aut(C). Alors le groupe fondamental topologique 7rJ°''(TX, Tx) est canoniquement 
isomorphe à 7r|°''(X,x). 

On remarque que ce n'est pas le cas pour des variétés Lisses quelconques sur C, 
voir Serre tSeJ et Milne et Suh LMSI . 

Question 0.6. Est-il vrai ou non que pour X comme dans le corollaire 10.51 X(C) et 

(tX)(C) sont homotopiquement équivalents, ou même homéomorphes, ou même 
que X et xX sont isomorphes sur C ? 

0.7. Soit X un espace homogène d'un groupe algébrique linéaire connexe G défini 
sur un corps algébriquement clos k. On choisit un /:-point x ÇiX{k) et on pose 
H = StabG(jc). On désigne par le groupe quotient maximal de H de type 

multipUcatif. On pose //'^'^^'^^ := ker[// ^ Z/"^""]. Alors //'^'^'''^^ est l'intersection 
des noyaux de tous les caractères X - H ^ Gni,k de H. On suppose : 

(i) Pic(G) = 0, 

(ii) //kercar connexc. 

On remarque que (i) est satisfait si G est réductif et son groupe dérivé est 
simplement connexe (voir Sansuc fSâl, Lemme 6.9 et Remarques 6.11.3) et que 
(ii) est satisfait si H est connexe ou abélien. 

On désigne par G := Hom(G,Gm,^) et H := Hom(//,G„, ,(:). On écrit 

Ext^(G^i/,Z) :=Ext^([G^%i/),Z), 

où [G — — > H) est un complexe en degrés et 1, et l'homomorphisme /* est induit 
par l'inclusion /: H G. Voir S I3.1l ci-dessous pour la définition de Ext^. 

Théorème 0.8 (Théorème 13. 3K Soit X un espace homogène d'un groupe 
algébrique linéaire connexe G sur C. Soit x G X(C), on pose H = StabG(x). On 
suppose que Fic{G)=Oet que H^^'''^ est connexe. Alors il existe un isomorphisme 
canonique de groupes abéliens 

7rî°P(X,x)(-l) ^Ext^(G^^,Z). 

Notations 0.9. Soit k un corps algébriquement clos. Soit G un groupe algébrique 
linéaire connexe défini sur k. On utilise les notations suivantes : 

G" est le radical unipotent de G ; 

Qmd — QjQa groupe réductif ; 

(^ss ^ [(^red (^red]^ scmi-simplc ; 

G'*'^ est le revêtement universel de G^^, il est simplement connexe ; 

^ssu _ y^Qj^^Q _i. (7to>']^ qui est une extension d'un groupe semi-simple connexe 
par un groupe unipotent. 

On remarque que G""^ est le plus grand quotient torique de G et que G^'^" est 
connexe et sans caractères. 

Si T est un tore sur k, on pose := Homi(G,„jt, T), alors = Hom(r, Z). 

Soit H un groupe algébrique linéaire sur k. On écrit 7io{H) = H/H°, où //° est 
la composante neutre de H. Si 71q{H) est abélien, on pose 

%o{H){-\) := Homz (Hom^ (tiq (//) , G„a ) , Q/Z) . 
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On remarque que si ^ = C, le groupe 7ro(^)(— 1) est isomorphe à 71q{H), mais non 
canoniquement. 

Corollaire 0.10 (Corollaire 13. lOK Sous les hypothèses du théorème \0.8\ 

(a) on a une suite exacte canonique 

(0.1) Hom(//,Z) -^Hom(G,Z) ^ 7rj°P(X,;c)(-l) ^ 7ro(^)(-l) ^ 0, 

oui: H ^ G est l'homomorphisme d'inclusion ; 

(b) si en plus le sous-groupe H est connexe, alors la suite exacte (13.41 ) induit un 
isomorphisme canonique 

coker[//f ^ Gf] ^ <P(X,^)(-1). 

0.11. Soit G, X, H comme dans le théorème 10.81 et on suppose que H est 
connexe. On choisit des tores maximaux compatibles Tz/sc c et T^ka C 
On a un homomorphisme canonique T^red — )• G^™. On considère la cohomologie du 
complexe de groupes de cocaractères 

Cx* '■= {Th'"'* — ^ 7//>-cd^ — > g'"], 
où ( , ] signifie que G^™ est en degré 0. Ce complexe est isomorphe au dual (au sens 
du foncteur "Hom interne" ^omJ(.,Z) ) du complexe Cx (ou C^) introduit dans 
llDÏl etllDÏll. 

On remarque que J^°{Cx*) = coker[//f ], et donc le corollaire 

lÔMb) dit que n'°^{X,x){-\) ^ .^^{Cx*). 

Théorème 0.12 (Théorème 13. lit . Soit X un espace homogène d'un groupe 
algébrique linéaire connexe G sur C. Soit x € X{C), on pose H = StabG(x). On 
suppose que Pic(G) = et que H est connexe. Alors il existe un isomorphisme 
canonique de groupes abéliens 

J^^-\Cx.)^k'^''{X,x){-\). 

On remarque que le corollaire lO.lOf b) est une version plus explicite de IIBvH2[ 
Thm. 8.5(i)]. On remarque également que le théorème 10.121 est plus fort que le 
théorème 8.5(ii) de [BvH2], où seulement K2^{X,x){—l) modulo torsion a été 
calculé. Plus explicitement, le théorème 10. 12l dit que 

7rfP(X,x)(-l) - ker[r^,.d, ^ Gf . 

0.13. Supposons maintenant que G et X sont définis sur un corps algébriquement 
clos k de caractéristique quelconque p > 0. On note ^^{Xjx)^^^ le quotient 
maximal premier à p du groupe fondamental étale de X. On définit 

7rf(X,x)(''')(-l)=Homeont.(7rf(G„a,l)'^'\?rf(^,x)(^')). 

On écrit Zj^/j pour le produit direct des anneaux Zf pour i ^ p. 

En utilisant des résultats de Brion et Szamuely [BrSzJ, on démontre le théorème 
suivant, qui est une version du corollaire lO.lOf b) en caractéristique positive : 

Théorème 0.14 (Théorème I4.2K Soit k un corps algébriquement clos de 
caractéristique p >0. Soit G/k un groupe linéaire connexe lisse et X/k un espace 
homogène de G. Soit x G X{k), on pose H := StabG(.^). On suppose que Pic (G) = 
et que H est lisse et connexe. Alors il existe un isomorphisme canonique de groupes 
abéliens : 

coker[//r ^ Gf] 0zZ(,y) ^ Kf{X,x)^P'\-l) . 
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On remaïque que le théorème 10.141 généralise le cas particulier du théorème 
1.2(b) de Brion et Szamuely [BrSz] où G est un groupe linéaire, et a été inspiré 
par ce théorème de Brion et Szamuely. Remarquons également que l'hypothèse de 
lissité sur H peut être enlevée (voir [BrSz], début de la section 3). 

On peut généraliser le théorème 10. 14 l en assouplissant l'hypothèse de connexité 
sur le stabilisateur, comme dans le théorème 10.81 

Théorème 0.15 (Théorème 15.11 ). Soit k un corps algébriquement clos de 
caractéristique p >0. Soit G/k un groupe linéaire connexe lisse et X/k un espace 
homogène de G. Soit x ÇiX{k), on pose H := Stabc^x). On suppose que Pic{G) =0, 
H est lisse et H^^'^^^ est connexe. Alors il existe un isomorphisme canonique de 
groupes abéliens : 

Ext^(G ^ H.-L) ^ nf{X,x)^P'\-\) . 

Bien que le théorème lO. 14l soit un cas particulier du théorème 10. 151 on prouve le 
théorème 10.141 séparément, car il admet une preuve simple via une suite exacte de 
fibration. Remarquons à nouveau que l'hypothèse de lissité sur H peut être enlevée 
(voir [BrSz l, début de la section 3). 

Le plan de l'article est le suivant. Dans §[T] on prouve le théorème 10.41 et 
le corollaire 10.51 Dans §|2] on rappelle les constructions de groupes auxiliaires 
et d'espaces homogènes, dont nous avons besoin pour notre démonstration des 
théorèmes 10.81 et 10.151 Dans §[3] on prouve le théorème 10.81 le corollaire 10.101 et 
le théorème 10.121 Dans §|4] on prouve le théorème 10. 141 Dans §[5] on prouve le 
théorème 10.151 

Remerciements : Nous remercions chaleureusement Tamâs Szamuely pour ses 
précieux commentaires. 

1. Espaces homogènes quelconques sur C 
Dans cette section, on démontre le théorème I0.4l et le corollaire 10.51 
Proposition 1.1. Soit {X,x) une variété pointée sur C. Alors 

X«P(X,^)(-l)alg) = Trf (X,x)(-l)alg, 

OÙ x: Kf"^(X,x){—l) Kf{X,x){—l) est l'homomorphisme défini dans ^0.3\ 

Démonstration. Soit /: (G,„,c,l) {^^x) un morphisme de variétés pointées, 
alors x{fT^) = ff, ce qui démontre la proposition. □ 

Proposition 1.2. Soit X un espace homogène d'un groupe algébrique linéaire G 
défini sur C, et x ^ X(C). Alors tout élément de 71^°^ {X,x){—\) est strictement 
algébrique. 

Démonstration. D'abord, on remarque que si T est un C-tore, alors tout élément 
de ;r|°^(r, 1)(— 1) = est strictement algébrique. Si G est un groupe algébrique 
linéaire connexe sur C et T C G un tore maximal, alors par [B2 Prop. 1.11] on 
a un isomorphisme canonique et fonctoriel en G Kf^{G) — )• 7rJ''''(G, 1)(— 1), où 
nf^ désigne le groupe fondamental algébrique d'un groupe algébrique linéaire, 
défini dans IIB2II . Parla définition de nf^, l'homomorphisme nf^iT) nf^{G) est 
surjectif. Ainsi l'homomorphisme 7r5°''(r, 1)(— 1) — > 7r|°''(G, 1)(— 1) est surjectif, 
donc tout élément de 7rJ°''(G, 1)(— 1) est strictement algébrique. 
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Or soit G un groupe linéaire connexe et X un espace homogène de G. Soit x G 
X (C) et soit // C G le stabilisateur de x. On ne suppose pas que H est connexe. On 
choisit un générateur de 7rj°''(C^) et on oublie (—1). La fibration G(C) — )■ X(C) 
de fibre H{C) donne une suite exacte 

(1.1) ^(^,1) ^ n'°'{X,x) ^ no{H) ^ 1. 

Soit pi € K^°^{X,x). Montrons que pi est strictement algébrique. 

On désigne par hç, l'image de pi dans no{H). Alors ho est un élément semi- 
simple et il est donc l'image d'un élément semi-simple h G H{C). Par liHul 
Thm. 22.2], on sait que h G r(C) pour un certain tore maximal T de G. On désigne 
par M le sous-groupe fermé de H engendré par h, alors M CT. On a un diagramme 
commutatif 

1 ^T/M ^ 1 

1 ^ H ^ G ^ G/H ^ 1 

et un diagramme commutatif exact induit de morphismes de groupes 

<P(r,i) — - <P(r/M,i) — - Ko{M) — ^ 1 



<P(G, 1) <P(G///,x) no{H) 1. 

On désigne par mo l'image de h £ M(C) dans 7io{M), alors l'image de /mq 
dans 7lo{H) est ho. On voit que l'image ho de pi dans 7io{H) est contenue dans 
l'image de la flèche verticale droite. Nous avons vu que la flèche verticale gauche 
est surjective. Une chasse au diagramme facile montre alors que p^ est contenu 
dans l'image de la flèche verticale médiane. Mais T /M est un tore, donc tous 
les éléments de %^°^{T /M, 1) sont strictement algébriques. On conclut que pi est 
strictement algébrique. □ 

Corollaire 1.3. Pour {X^x) comme dans la proposition \1.2\ 

7rf(X,x)(-l)aig = x«P(X,x)(-l)). 

Démonstration. Le corollaire résulte de la proposition 11.11 et la proposition 11.21 

□ 

Lemme 1.4. Soit X un espace homogène d'un groupe algébrique linéaire connexe 
G défini sur C. Alors l'homomorphisme 

x: 7rJ°P(X,x)(-l) ^ Tif (X,x)(-1) 

est injectif. 

Démonstration. Le groupe (X , x) ( — 1 ) est isomorphe à 7rf°'' (X , x) . On pose Y = 
7r|°''(X,x). Il faut montrer que F s'injecte dans sa complétion profinie, i.e. que F est 
un groupe résiduellement fini. On rappelle qu'un groupe A est dit résiduellement 
fini si l'intersection des sous-groupes normaux d'indice fini de A est {1}, ou, ce 
qui est équivalent, si l'intersection des sous-groupes d'indice fini de A est {1}. 
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On désigne par A l'image de Kf^{G, 1) dans F = K^°^{X,x) dans la suite exacte 
(11.11 ). alors on a une suite exacte courte 

1 ^A^r^7ro(^) 1- 

Par IIB2[ Prop. 1.11] 7rj''''(G, 1) est un groupe abélien de type fini, donc A est un 
groupe abélien de type fini, donc A est résiduellement fini. Comme A est un sous- 
groupe d'indice fini de F, on conclut que F est résiduellement fini. □ 

Théorème 1.5. Soit X un espace homogène d'un groupe algébrique linéaire 
connexe G défini sur C. Alors l'homomorphisme h: 7l^°^{X,x){ — \) 
^^{Xjx)^—!) induit un isomorphisme de groupes 

<P(X,x)(-l) ^ Kf{X,x)i-lU, C Trf (X,^)(-l). 

Démonstration. Par le lemme 11.41 l'homomorphisme x est injectif, et par le 
corollaire 11.31 son image est nf{X,x){—l)aig ■ □ 

Corollaire 1.6. Soit G un groupe algébrique linéaire connexe arbitraire sur C, 
et soit X un espace homogène arbitraire de G. Soit T G Aut(C). Alors le groupe 
fondamental topologique {iX ^xx) est canoniquement isomorphe à 7rj°^(X,x). 

Démonstration. On construit un isomorphisme canonique 

<P(X,^)(-1)^<P(tX,t^)(-1) 

comme suit : 

<P(X,x)(-1)----<P(tX,t^)(-1) 

l Tl 

Trf (X,x)(-l)alg — Tlf (TX,TX)(-I)alg, 

oii les flèches verticales i et Ti sont des isomorphismes de groupes. On choisit un 
isomorphisme r\ : 7if'^{G,„,c) ^> et on obtient un isomorphisme composé 

A,,^ : 7r|°P(X,x) ^ nf^{X,x){-l) ^ 7r|°P(TX,Tx)(-l) ^ nf'^{rX,rx). 

Si on change rj en — î], l' isomorphisme composé Xt,n ne change pas. Ainsi on 
obtient un isomorphisme canonique 

□ 

2. Paires auxiliaires 

Dans cette section on rappelle les constructions de groupes et d'espaces 
homogènes auxiliaires, dont nous avons besoin pour notre démonstration des 
théorèmes 10.81 et IÔT51 L'objectif est d'associer à un espace homogène X d'un 
groupe G vérifiant les hypothèses des théorèmes 10.81 et 10.151 des espaces 
homogènes F, Z et IV de certains ^-groupes (Gy, Gz et Gw respectivement), avec 
des morphismes de paires 

(G,X) ^ (Gy,F) ^ (Gz,Z) ^ {Gw,W) , 

qui vont permettre (dans les sections suivantes) de démontrer les théorèmes 10.81 
et 10.151 successivement pour W, Z, Y et enfin pour X. On utilise pour cela des 
constructions de ED, lECSl et liBSchl . 
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2.1. Construction de l'espace homogène Y. Soit X un espace homogène d'un 
groupe algébrique linéaire connexe lisse G défini sur un corps algébriquement clos 
k de caractéristique quelconque. On suppose que Pic (G) = 0. 

On choisit un /:-point x G X(/:). On note H le stabilisateur de x dans G. Pour 
l'étude du groupe fondamental de X, on peut supposer sans perte de généralité que 
H est lisse (voir HBrSzl . début de la section 3). On ne suppose pas en revanche que 
H est connexe. 

Soit le plus grand groupe quotient de H qui est un groupe de type 

multiplicatif. On pose H^^^^'^ = ker[// — )• //™""]. On a un homomorphisme 
canonique G'", qui n'est généralement pas injectif. 

On choisit un plongement j : Z/™"" ^ 2 de H^"^^ dans un fc-tore Q. On considère 
le plongement 

j^:H^GxkQ, {hj{m{h))), 

où m : // — > est l'épimorphisme canonique. On pose 

Gy = Gx^e, HY = j,iH)cGY, Y = Gy/Hy, y = \ -Hy (^Y {k). 

La projection n: Gy = G x Q ^ G satisfait 7i{Hy) = H, et elle induit une 
application tt* : Y ^ X telle que tt* (3^) = x. On voit aisément que Y est un torseur 
sur X sous le tore Q. On obtient un morphisme de paires 

(Gy,y)^(G,X). 

On remarque que l' homomorphisme Gy'^ est injectif, donc 

Hy n G^**" ^kercar ^kercar 

2.2. Construction de l'espace homogène Z. On pose Gz = Gy'^ = Gy/Gy", où 
Gf" := ker [Gy — > Gy"^]. On a un homomorphisme canonique }x: Gy ^ Gz- Alors 
Gz est un ^-tore et on a Gz = Gy. 

On considère le plongement d'inclusion / : H ^ G,i\ induit un homomorphisme 
,-muit . ^muit ^ Qm»\i ^ qiox Q^^j^gj^t plongement 

l : //™'' G'" xuQ, h^ (r"" (/î) , j {h) ) . 

On pose 

Z = Y/GT = {G'°' X;t<2)/i(^™"), 
alors on a une application /x* : F — )• Z, dont la fibre au-dessus du fc-point z '■= 
^h{y) G Z{k) est isomorphe à 

La variété Z est un espace homogène du tore Gz de stabilisateur Hz = C 
Gy^ = Gz- On remarque que 

tiz — tiy —Hy- 
Enfin, on a un morphisme de paires 

{Gy,Y)^{Gz,Z). 

2.3. Construction de l'espace homogène W- On pose G^/ = Gz/Hz, W =Z,w = z, 
alors W est un espace homogène principal du tore Gw- On a un morphisme naturel 
de paires 

{Gz,Z)^{Gw,W). 
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3. Le groupe fondamental topologique 

Dans cette section on prouve le théorème 10.81 le corollaire 10.101 et le théorème 
10.121 On utilise des constructions de §[2l 

3.1. Soit K* un complexe borné dans une catégorie abélienne £/, et soit B un objet 
de £/. On définit 

ExC{K',B) :=Homû.(^)(/:-,B[/]), 

où D^^s/) est la catégorie dérivée des complexes bornés dans si/, et B[i\ est le 
complexe constitué d'un objet B en degré — /. Si A est un objet de , on a 

Ext;:^(A[0],B) =Homo.(^)(A[0],B[/]) =: Exti^(A,B), 

voir ifGM', Def. III.5.3]. Par définition Ext°^(A,B) = Hom^,/(A,B). 

On considère la catégorie des Z-modules (groupes abéliens), et on écrit Ext^ 
pour Ext dans cette catégorie. Soit A un groupe abélien. On écrit Ators pour le sous- 
groupe de torsion de A, et on pose Ag i. := A/Ators, alors Aj.t. est sans torsion. Il est 
clair que Ext^(A,Z) = Hom(A,Z) = Hom(As.t.,Z). 

Lemme 3.2 (bien connu). Soit A un groupe abélien, alors Ext^(A,Z) = 
Hom(Ators,Q/Z). 

Idée de la preuve. En utilisant la résolution injective de Z 

O^Z^Q^Q/Z^O, 

on montre que 

Ext^(A,Z) ^ coker[Hom(A,Q) Hom(A,Q/Z)], 

mais 

coker[Hom(A,Q) ^ Hom(A,Q/Z)] = coker[Hom(As.t.,Q) ^ Hom(A,Q/Z)] 
= Hom(A, Q/Z) /Hom(As.t. , Q/Z) = Hom(Ators , Q/Z) . 

□ 

Théorème 3.3. Soit X un espace homogène d'un groupe algébrique linéaire 
connexeGsurC Soitx€X{C), on pose H = StabQ{x). On suppose que Pic{G) =0 
et que H^^^^'^ est connexe. Alors il existe un isomorphisme canonique de groupes 
abéliens 

7rî°P (X , jc) ( - 1 ) ^ Ext^ (G ^ ^, Z) . 

3.4. Prouvons le théorème 13.31 On traite d'abord le cas d'un espace homogène 
principal W d'un k-tore. G-w- Soit w € W(C) un C-point. L'application G-w W 
définie par g H' g • w est un isomorphisme de C-variétés, et on a un isomorphisme 
induit 

<P(Gw,l)(-l)^7rr(W,w)(-l). 

Comme 

7rî°P(Giv, \){-\) = Gw* = Hom(Giy,Z) = Ext^(Giy,Z), 
on obtient un isomorphisme canonique 

<P(lV,w)(-l)^ExtO(G;y,Z). 
Ceci prouve le théorème l3.3l pour W . 
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3.5. On suppose qu'on a un homomorphisme de C-tores y a '■ — )• et 
une application /«-équi variante d'espaces homogènes principaux a: W — )• W 
envoyant un C-point w' € W(C) sur un C-point w € W(C). Alors le diagramme 
suivant commute clairement : 

<P(W',wO(-l) — 7rr(W,w)(-l) 



Ext^ (CV , ^) — ExtO (GÏv , Z) , 
où les flèches verticales sont les isomorphismes canoniques de 

3.6. On a Z = W et Gz///z = G^, et le morphisme évident de complexes Gy^ — )• 
\Gz — > Hz) est un quasi-isomorphisme, donc 

<P(Z,z)(-l) = 7r;°P(lV,w)(-l) =Ext°(G;^,Z) =Ext°([G^ ^flz),Z) 

et on obtient un isomorphisme canonique 7rj''''(Z,z)(— 1) ^ Ext^([Gz — > Hz),'L). 
Ceci prouve le théorème l3.3l pour Z. 

3.7. On a une fibration ^t* : i'(C) ^ Z(C) de fibre G''"(C)///''"'''=^(C). On a une 
fibration G'^™(C) ^ G'™(C)///'''=''=^''(C) de fibre connexe H^''""^{C), donc on a 
une suite exacte de fibration 

1 = 7rî°P(G^™) ^ 7r|''P(G^™///'^'='^'0 ^ MH^''''') = 1 

(ici 7rj°P(G'*™) = 1 parce que Pic(G) = 0). On voit que 7rJ''P(G'™///'''=''^^) = 1. Or 
on a une suite exacte de fibration 

1 = n'°^{G''''/H^''''') ^ n'°^{Y,y) 7i'°^{Z,z) no{G''''/H^''''^) = 1, 

Il en résulte que l'homomorphisme 7if^{Y,y) ^* > n^°^{Z,z) est un isomorphisme, 

donc l'homomorphisme 7rj°P(F,j)(— 1) ^* > 7rj°''(Z,z)(— 1) est un isomorphisme. 

Comme Gy = Gz et Hy = Hz, on déduit le théorème 13 . 3 1 pour Y du théorème 13.31 
pour Z. 

3.8. On a un torseur tt* : y — s- X sous le tore Q, d'où on obtient une suite exacte 

où la flèche A* est induite par l'application 

X: Q^Y, q^q-y. 
On a une suite exacte de complexes 

Q ^ {G ^ H) ^ {Gy ^ H) ^ {Q^Q) ^Q, 
d'où on obtient une suite exacte 

(3.1) Ext^(ê,Z) ^Ext^(GÏ^ ^Ext^(G^i/,Z) ^0 



(car d'après le lemme 13.21 Exti(Ô 
diagramme avec des lignes exactes 
(3.2) 
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= Hom(2tors,Q/Z) = 0). On obtient un 



C(ô,l)(-1^ 



ExtO(ô,Z) 



A* 



m 



I 
I 

Y 



Ext^(Gy ^//f,Z) ^Ext^(G^^,Z) ^0. 



On montre que le rectangle [T] commute. On considère le diagramme 



ExtO((2,Z) 



<'{Y,y){-i) 



■Ext«(Gz^//z,Z) 



<P(W,w)(-l) 



ExtO(Giv,Z). 



Par construction, les rectangles 3 



et 



commutent. D'après 



le grand 



rectangle [T]u[y]u 4 commute. Il en résulte que le rectangle [T] commute. 

Dans le diagramme exact (13. 2I ). le rectangle [T] commute, et on définit la flèche 

en pointillés faisant commuter le rectangle [~2~| . 
Ainsi on obtient un isomorphisme 



(3.3) 7rî°P(X,x)(-l) ^Ext^(G^^,Z), 

qui a priori peut dépendre du choix d'un plongement j: 



Q. 



3.9. Dans ^ 12.11 le torseur y — > X a été construit à partir d'un plongement 
j : <^ Q. Si on choisit un autre plongement / : Q\ on obtient un 

autre torseur Y' ^ X sous Q'. On pose Q" = Qxk Q', et on note /' : ^ Q" 
le plongement diagonal. On obtient un torseur Y" X sous Q" dominant à la fois 
Y et F', et on prouve facilement que l' isomorphisme (I3.3l l ne dépend pas du choix 
du plongement j : ^ g. Ceci conclut la preuve du théorème 13.31 □ 



Corollaire 3.10. Sous les hypothèses du théorème \3.3 
(a) on a une suite exacte canonique 



(3.4) Hom(//,Z) -^Hom(G, 



<P(X,^)(-l)^7ro(//)(-l)^0, 



oùi\ H ^ G est l'homomorphisme d'inclusion ; 

(b) si en plus le sous-groupe H est connexe, alors la suite exacte (13.41 ) induit un 
isomorphisme canonique 

coker[//r ^ Gf ] ^ <P(X,x)(-1). 

Démonstration. La suite exacte courte de complexes 

^ [0 ^ H) ^ [G ^ //) ^ [G ^ 0) ^ 

induit une suite exacte longue 
(3.5) 

Ext^(^,Z) ^Ext^(G,Z) ^Ext^(G^//,Z) ^Ext^(5,Z) ^Ext^(G,Z). 
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On aEx4(i/,Z) = Hom(^,Z) et Ext^(G,Z) = Hom(G,Z). D'après le lemmelO 
onaExt^(G,Z) =Hom(Gtors,Q/^) =Oet 

Exti(^,Z) =Hom(^tors,Q/Z) =Homz(Homc(;ro(//),G,„,c),Q/Z) = nQ{H){-\). 

D'après le théorème 13. 3 I on peut écrire n'^"^{X,x){—\) au lieu de Ext2(G — )• 
dans (I3.5I ). Ceci prouve l'assertion (a) du corollaire ; l'assertion (b) en résulte 
immédiatement. □ 

Théorème 3.11. Soit X un espace homogène d'un groupe algébrique linéaire 
connexe G sur C. Soit xÇiX{C), on pose H = StabG(x). On suppose que Pic (G) = 
et que H est connexe. Alors il existe un isomorphisme canonique de groupes 
abéliens 

jr-i(Cx*)^7r^P(X,x)(-l). 

Démonstration. On écrit la suite exacte de fibration 

= 7r^P(G, 1)(-1) ^ 7r^°P(X,x)(-l) ^ 1)(-1) ^ <P(G, 1)(-1) , 

oii l'annulation du groupe 112'^ {G .,1) est un théorème d'Élie Cartan (pour le cas 
de groupes de Lie compacts, voir [.Bol ). On écrit également la suite exacte de 
cohomologie associée à la suite exacte de complexes 

^ Gf ^ {Th^, ^ r^.ed, ^ Gf ] ^ (r^sc, ^ r^,ed J [i] ^ o 

(où G^°^ est en degré dans le complexe central) et on obtient le diagramme suivant, 
à lignes exactes 

(3.6) J^-\Cx.) M'\{Th^., ^ r^.ed,]) Gf 

I 
I 

^ ;r^P(X,x)(-l) 1)(-1) <P(G, 1)(-1) . 

L' isomorphisme vertical ^°((r//sc^ Tfjmé^]) ^ 7rJ°''(//, 1)(— 1) dans ce 
diagramme a été constuit dans IIB21 Prop. 1.11] (on note que 

^\{Th^, ^ r^.ed,]) = coker[rH.c, ^ r^,,,J = Kf^{H) 

est le groupe fondamental algébrique introduit dans IIB21 ). Comme cet isomor- 
phisme est fonctoriel en H, le rectangle à droite est commutatif. Ce diagramme 
permet finalement de construire l' isomorphisme canonique en pointillés 

jr-i(Cx*)^7rfP(X,x)(-l), 

ce qui conclut la preuve du théorème. □ 

4. Caractéristique positive : stabilisateur connexe 

Dans cette section on prouve le théorème 10.141 On commence par le lemme 
crucial suivant : 

Lemme 4.1. Soient G, G' deux k-groupes algébriques connexes et f : {G,X,x) — s- 
(G',X',A'') un morphisme d'espaces homogènes à stabilisateurs respectifs H : = 
StabG(x) et H' := StabG'(x'), de sorte que le morphisme G ^ G' soit surjectif. 
On note Gq := ker(G — > G') et Xq := f^^{x). On suppose que H', H et Go sont 
connexes. Alors on a une suite exacte de groupes : 

Tlf (Xo,x)(P') ^ Tlf (X,x)(P') h 7tf{X',x')^P'^ ^ 1 . 
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Démonstration. On définit les ^-groupes linéaires Gi := G Xqi H' e.t H\ := H Xq 
G\. Alors on a une suite exacte canonique 

I^Gq^Gi^H' -fl, 

donc en particulier le groupe Gi est connexe. On vérifie facilement que Xq est 
naturellement un espace homogène de G i, de stabilisateur H\. 

Montrons d'abord la surjectivité de En utilisant [Gr], exposé IX, corollaire 
5.6, il suffit de vérifier que / est un morphisme universellement submersif à fibres 
géométriquement connexes, ce qui résulte du fait que / est fidèlement plat et quasi- 
compact (voir IISGA3II . exposé VIb, proposition 9.2.(xiii).a) : les deux morphismes 
G ^ G' et G' — )• X' sont fidèlement plats et de présentation finie), ainsi que du fait 
que Gi est connexe. 

Montrons maintenant l'exactitude de la suite en Kf{X)'^P'\ Pour cela, on utilise le 
théorème 1.2 de HBrSzl . En effet, suivant lISzl . corollaire 5.5.9, il suffit de montrer 
que pour tout revêtement étale galoisien F — )• X, de degré premier à p, tel que 

Y XxXo ait une section sur Xq, il existe un revêtement étale fini connexe Y' — > X' , 
de degré premier à p, tel qu'une composante connexe de Y' Xx'X soit munie d'un 
X-morphisme surjectif vers Y . Soit donc un revêtement étale galoisien Y ^X (de 
degré premier à p) tel que Yq:=Y XxXq admette une section sq:Xq^ Fq. Comme 
H est connexe, le théorème 1.2 de [BrSz] assure qu'il existe un groupe linéaire 
connexe G, une isogénie centrale G ^ G et un relevé H de H dans G tel que 

Y = G/H. On a donc un diagramme commutatif exact de la forme : 

1 ^G ^G ^ 1 



G/H 



X = G/H 



On définit alors Yq := Y XxXq et le ^-groupe Gi := G Gi. 
Considérons alors le diagramme commutatif suivant : 



G 



G 



G, 



G, 



X 



Yq ^ Xo , 

où les quatre carrés sont cartésiens (pour la face de droite, c'est une conséquence 
de la définition de Gi). Ce diagramme implique l'existence d'une flèche verticale 
Gi — > Yq qui fait commuter le cube. Puisque 



et 



Gi = Gi Xg G = (Xo XX G) Xg G = Xo XX G = Xo XX (F Xx G) 
Fo xxo Gi = Fo xxo (Xo xx G) = Fo Xx G = (Xo xx F) xx G , 
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on vérifie que dans le cube précédent, tous les carrés sont cartésiens, donc en 
particulier le carré suivant 

G, -Gi 



îb 

est cartésien. On voit aussi que le morphisme (Gi , io) ^ (Gi ,Xo) est un morphisme 
d'espaces homogènes. 

La section -.Xq ^ Yq induit alors une section : Gi — > G\ du morphisme 
71 (comme morphisme de ^-variétés) appai^aissant dans la suite exacte centrale 
suivante ^ 

l->/x— )'GiAGi->1 
où jLt est un groupe fini de type multiplicatif. Par construction, on a (1) = 1. Or 
G\ est connexe, donc le lemme de Rosenlicht assure que est un homomorphisme 
de groupes algébriques (voir par exemple la preuve de la proposition 3.2 de ICTJ). 

Cela permet d'identifier G\ avec le produit direct G\ x pL. En particulier, la 
section s\ permet de voir naturellement Gi comme un sous-groupe distingué de 
G. On note alors G' .= G/G\. On dispose d'une suite exacte centrale canonique 

I^IX^G'^G'^I. 

Définissons Y' comme le quotient de G' par l'image H /H\ de H dans G' . Alors 
Y' — )■ X' est un revêtement étale fini connexe, et par construction on a Y' Xx'X = Y 
au-dessus de X. Cela conclut la preuve de l'exactitude de la suite du lemme. □ 

Théorème 4.2. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p >0. Soit 
G/k un groupe linéaire connexe lisse etX/k un espace homogène de G. Soit x G 
X{k), on pose H := StabG(:ï). On suppose que Pic(G) =Q et que H est lisse et 
connexe. Alors il existe un isomorphisme canonique de groupes abéliens : 

coker[//f ^ Gf ] ^z^Qy) ^ nf{X,x)^P'\-l) . 

Nous prouvons le théorème 14.21 : on va traiter d'abord le cas des tores, puis des 
groupes linéaires connexes, et enfin celui des espaces homogènes. 

Lemme 4.3 (bien connu). Soit T un tore défini sur k. Alors il y a un isomorphisme 
canonique et fonctoriel (î^z'^{p') — ^ Trf (r)''' — 1). 

Démonstration. Soit 7 — )■ 7 un revêtement étale galoisien de degré n premier à 
p. Par [Mil ou HBrSzl Prop. l.l(a)], le revêtement F — )• T a une structure d'une 
isogénie centrale T' — )• T. Il en résulte que F — )• T est dominé par l'isogénie 
%: T ^ T, t t". On pose r„ = ker(p„ (considéré comme un groupe abstrait), 
alors r„ = /!„ (g)iT^. On a : 

Trf (r ) ( - 1 ) = Homeont. ( V) ( 1 ) , (7^) ^^'^ ) = 1^ Homcont. ( 1 ) , r„ ) 
= 1^ Homcont. , At„ i8)z ) = 1^ Z/nZ (g)z = (g)z t; . 

□ 

Lemme 4.4 (bien connu). Soit G : 

(a) un groupe unipotent connexe sur k, ou 

(b) un groupe semi-simple simplement connexe sur k. 
Alors ;rf (G)(P') = 1. 
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Démonstration. Par |MîT| ou HBrSzl Prop. 1.1 (a)], tout revêtement étale galoisien 
7 — > G de degré n premier à p admet une structure d'une isogénie centrale G' G, 
mais G comme dans (a) ou (b) n'admet pas d'isogénie centrale non triviale de degré 
premier â p. □ 

On considère maintenant le cas d'un groupe linéaire connexe lisse quelconque. 
Si G est un tel groupe, on note G" son radical unipotent et G^'^'^ := G /G". Soit 
un tore maximal de G^^'^ et Tg^ un tore maximal de G^^ dont l'image dans G^^'^ est 
contenue dans Tq. On définit alors (voir IIB2II ) 

nf^{G) := cokeT[Tcpc^ — > Te*] = Tg*/Tg^'^^, ■ 

Proposition 4.5. Soit G un k-groupe linéaire connexe lisse. Alors on a un 
isomorphisme canonique 

<^(G)®zZ(p,)^7rf(G)(^')(-l). 

Démonstration. Tout d'abord, on se ramène au cas où G est réductif : en effet, le 
morphisme G — > G"^'^ satisfait les hypothèses du lemme l4n donc on en déduit une 
suite exacte 

;rf (G")(^') ^ Tif (G)(P') ^ Kf{G''^)^P'^ ^0 . 
Or nf{G''fp''^ = d'après le lemme I4.4f a). donc on a un isomorphisme 
nf{G)^P'^ ^ Kf{G'''^)^P'^ et on peut donc supposer G réductif. 
Dans ce cas, il existe une résolution de G, notée 

(4.1) 1^5^G'^G^1, 

où 5 est un tore central et G' est un groupe réductif tel que G'^^ est simplement 
connexe. 

Montrons la proposition pour G'. On dispose d'une suite exacte courte 

1 ^ G'" ^ G' ^ g""' ^ 1 , 

où G'^^ est semi-simple simplement connexe. On considère le diagramme 
commutatif à lignes exactes 

9- coker[rG/ss^ Tqi^] (g) — 

Y 

Tif^G"')^p'\-\) ^nf{G')^P'\-\) -7rf(G''°'')(''')(-l) ^0. 

Par le lemme 14.11 la deuxième ligne du diagramme est exacte, où 
Kf{G'^^)'^P\—\) = d'après le lemme S^J^b), car G'^^ est simplement connexe. 
De la suite exacte courte 

1 Tff^^ Te g"" 1 
on obtient une suite exacte courte 

^ Tg'-, ^ Te, ^ G'f ^ 0, 

d'où des isomorphismes 

coker[r(5/ss^ Te] ^ G''" et coker [r^'^x^, Te] (8> -> G''™ (g) Z(p/) 

et l'exactitude de la première ligne du diagramme. Ce diagramme induit un 
isomorphisme canonique en pointillés, ce qui démontre la proposition pour G'. 
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Déduisons-en le résultat pour G. On applique le lemme 14.11 à la suite exacte 
courte (14.11 ). et on obtient le diagramme commutatif suivant, dont la seconde ligne 
est exacte : 

S, ® ^ (S) 'L(pr) ^ ?rî'^(G) ® Z(p') ^ 

I 

" Y y 

nf{S,\)^p'\-\) — -7rf(G',l)(p')(-l) — -7rf(G,l)(p')(-l) — -0. 

De la suite exacte (14.11 ) on obtient une suite exact courte 

0^5,^ Tif^{G') ^ Tlf^{G) ^ 0, 

d'où, en vertu de l'exactitude à droite du produit tensoriel, l'exactitude de la 
première ligne du diagramme. Ce diagramme assure finalement l'existence de 
l'isomorphisme canonique en pointillés et conclut la preuve de la proposition 
|431 □ 

Corollaire 4.6 (cf. [Mi, Lemme 3 et bas de la page 152], voir aussi HBrSzl 
Prop. l.l(b)]). Le groupe Tlf{G)^P\—\) est un quotient de Tq^, (^a^Qy). où Tq 
est un tore maximal de G. 

4.7. Démonstration du théorème \4.2\ Si X = G /H, avec les hypothèses 
du théorème 14.21 on remarque que l'on a un isomorphisme canonique 
coker[7rf^(//) ^ nf^{G)] ^ cok&v[Hf' G'°']. On apphque alors le lemme lO 
au morphisme {G, G) — > et on obtient le diagramme commutatif suivant 

dont la seconde ligne est exacte : 

nf^iH)(^Z^p,) ^ 7rf^(G) ® Z(p,) ^ coker[//f ^ Gf ] «)Z(p,) ^ 

I 

^ SÈ I 

Y Y 

7rf(//,l)(p')(-l) — -7rf(G,l)(p')(-l) -7rf(X,x)(''')(-l) -0. 

De la suite exacte courte 

\^G''^H^ H'°' 1 
on déduit une suite exacte courte 

^ nf^{G'') ^ nf^{H) ^ //f ^ 0, 

d'où 7rf^(//)s.t. = Hl"\ D'autre part, comme G^^ est simplement connexe, on a 
7rf^(G) = Gf . On obtient que 

coker[nf^{H) ^ nf^{G)] = coker[//f ^ Gf ] 

et que 

coker [Tif^ (//) ®Z(p,) ^ 7rf^(G) ® = coker[//f' ^ Gf ] Zf^,, , 

donc la première ligne du diagramme est exacte. Finalement, le diagramme permet 
bien de définir l'isomorphisme souhaité (en pointillés) 

coker[//r ^ Gf ] ^ Trf (X,x) 1) . 

□ 
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5. Caractéristique positive : stabilisateur non connexe 

Théorème 5.1. Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p >0. Soit 
G /k un groupe linéaire connexe lisse et X /k un espace homogène de G. Soit x G 
X{k), on pose H := StabG(^). On suppose que Pic(G) = 0, H est lisse etH^^^'^^ est 
connexe. Alors il existe un isomorphisme canonique de groupes abéliens : 

Extl{G^H,Z) (^z^(^p')^nf\X,x)'^P">{-l). 

Pour prouver le théorème 15.11 on commence par étendre le théorème 1.2(a) de 
HBrSzl en supprimant l'hypothèse de connexité sur le stabilisateur : 

Proposition 5.2. Soit G un k-groupe connexe lisse, X un k-espace homogène de 
G, xÇz X{k). Soit X ^ X un revêtement étale galoisien de degré premier à p. Alors 
il existe une isogénie centrale K : G ^ G et un sous-groupe d'indice fini H de 
Tl^^iH) tel que le morphisme naturel G/H ^X se factorise en un isomorphisme 
G/H^X. 

Démonstration. On fixe un point x G X{k) au-dessus de x. On considère le 
morphisme quotient cp : G ^ X défini par l'action de G sur le point x, et on 
considère le diagramme cartésien suivant : 




où Y = G XxX. On note F la fibre de Y au-dessus de 1 G G{k), et on note F = 
Aut(F/G), alors F agit transitivement sur F. La variété Y n'est pas connexe en 
général. On note G la composante connexe de Y contenant le point marqué y = 
(l,x). Alors la restriction de n à G est un revêtement étale de G. 

Prouvons que 71^: G — )• G est un revêtement galoisien. On définit = F n G et 

rG = {7er|7(y)Gf5}- 

Alors Fg = Stabr(G), donc F^ est un sous-groupe de F, Fg agit sur G au-dessus 
G, et Fg agit transitivement sur F^. On voit que Aut (G/G) agit transitivement sur 
Fq , donc G ^ G est un revêtement galoisien. 

Alors la proposition 1.1 (a) de HBrSzl assure que la variété G a une structure 
de groupe algébrique sur k, telle que : G ^ G soit une isogénie centrale de 
^-groupes. On peut supposer que \^ = y := {\q,x). Or on dispose du diagramme 
commutatif suivant : 




On définit //:= 

G ^ 

Montrons que H est un sous-groupe algébrique de G. On fixe h G H{k). Pour 
g = Ig G G{k) on a 
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Comme G est connexe, le corollaire 5.3.3 de [Sz| assure que (p^{gh) = (Pç.{g) pour 
tout g G G{k). On voit que si h £ H{k), le morphisme cp^ est /î-invariant à droite. 
Inversement, si le morphisme 9g est /î-invariant à droite, alors <Pg(/î) = ^et donc 
h£H{k). Ainsi // C G est le stabilisateur de (jPg et donc un sous-groupe algébrique. 

Comme le morphisme (jPg est //-invariant, il induit un morphisme naturel : 
G/H ^ X qui est un revêtement étale fini connexe. La définition de H assure que 
la fibre de au-dessus 3c consiste d'un seul point, donc Ip^ est un isomorphisme 
de variétés. □ 

On montre ensuite la variante suivante du lemme 14.11 : 

Lemme 5.3. Soient G, G' deux k-groupes algébriques connexes et f : {G,X,x) 
{G',X',x') un morphisme d'espaces homogènes à stabilisateurs respectifs H := 
StabG(^) et H' := Stab^/ (x'), de sorte que les morphismes G ^ G' et H ^ H' soient 
surjectifs. On note Gq := ker(G — s- G') et Xq := (x). On suppose Gq connexe. 
Alors on a une suite exacte de groupes : 

Tîf (Xo,x)(p') ^ Tif (X,x)(p') h nf\X',x'Yp'^ ^ 1 . 

Démonstration. On vérifie que Xq est naturellement un espace homogène de Gq, 
de stabilisateur Hq := ker{H H'). 

Montrons d'abord la surjectivité de f^. En utilisant llGrll . exposé IX, corollaire 
5.6, il suffit de vérifier que / est un morphisme universellement submersif à fibres 
géométriquement connexes, ce qui résulte du fait que / est fidèlement plat et quasi- 
compact, ainsi que du fait que Go est connexe. 

Montrons maintenant l'exactitude de la suite en Tif{X)^P'\ Pour cela, on utilise 
le théorème 1.2 de [BrSz|. Soit un revêtement étale galoisien Y ^ X (de degré 
premier à p) tel que Yq:=Y XxXq admette une section sq : Xq — Yq. La proposition 
15. 21 assure qu'il existe un groupe linéaire connexe G, une isogénie centrale G ^ G 
et un relevé H d'un sous-groupe d'indice fini de H dans G tel que le morphisme 
naturel G /H ^ X se factorise en un isomorphisme G/H ^Y. On définit Yq := 
Y XxXq et le ^-groupe Gq := G x^Gq. Puisque Gq est connexe, la section sq : 
Xq — > Yq induit une section sq : Gq ^ Gq, dont on vérifie que c'est un morphisme 
de groupes. Cela permet d'identifier Gq avec la composante neutre de Gq, et donc 
de voir Gq comme un sous-groupe distingué de G. On note alors G' := G/Gq. 
Définissons Y' comme le quotient de G' par l'image H/Hq de H dans G'. Alors 
Y' X' est un revêtement étale fini connexe, et par construction on a Y' x^'^ = 
G /H au-dessus de X, donc on a une factorisation Y' x^' X = G /H ^ 7 — )> Z. Cela 
conclut la preuve de l'exactitude de la suite du lemme. □ 

5.4. Démonstration du théorème I5.il Si X est un espace homogène d'un tore G 
à stabilisateur H, alors on a déjà vu que l'on avait un isomorphisme canonique 
Ext°([G^^),Z)^7rf(X,x)(/'')(-l). 

Si X est un espace homogène satisfaisant les hypothèses du théorème 15.11 on 
reprend les constructions auxiliaires de la section |2] On dispose des morphismes 
surjectifs de paires 

(G,X)^(Gy,y)^(Gz,Z). 
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On vérifie facilement que ciiacun de ces deux morpliismes de paires vérifie les 
hypothèses du lemme 15.31 Par conséquent, le lemme 15.31 assure que les suites 
naturelles suivantes 

^ét((^ss/^kercar^^^(p') ^ ^jf ^ {Z ,z)''P'^ ^ 1 

nf{Q, ^ Tif{Y,y)^P'^ ^ Tif{X,x)'^P''^ ^ 1 
sont exactes. Puisque le morphisme G^^ — )• (^ssy^kercai- universellement 
submersif et à fibres géométriquement connexes, le corollaire 5.6 de [Gr|, 
exposé IX, assure que le morphisme Tif (G^^^ 1 Kf{G^^/H^'^'"^'^,y)'^P"> est 

surjectif. Or Tif 1)('^') = car G^^ est semi-simple simplement connexe. Donc 
finalement nf{G''/H^'''^''\y)'^P'^ = 0. 
On a donc un isomorphisme canonique 

Kf{Y,y)^P'^=^Kf{Z,z)^P'\ 

Or Z est un espace homogène du ^-tore Gz, à stabilisateur Hz = H^°\ donc le cas 
des espaces homogènes de tores assure que l'on a un isomorphisme canonique 

ExtO([G^^^),Z)$5Z(p,)^7rf(Z,z)(p')(-l). 



ExfO ([g; ^ ® ^ 7ifiY,yy^P'\-l) , 



En outre, on sait que Gy = Gz et Hy = Hz, donc on en déduit un isomorphisme 
canonique 

ce qui conclut la preuve du théorème pour F. 

Déduisons-en maintenant le théorème pour X : considérons le diagramme 
suivant à lignes exactes : 
(5.1) ^ 

Ext^(ê,Z)«)Z(p,) -^ExtlUGy ^Hy},Z)®Z^p,) ^ Ext^([G //),Z) ® Zç^/j ^0 

I 







I 

< (ô, 1 ) '"'H- 1 ) — ^fiY, yY^'H-i) — ^ Ttf (X , x) ( - 1 ) ^ 

dont l'exactitude de la seconde ligne a été démontrée plus haut, et on obtient 
l'exactitude de la première ligne de la suite exacte (I3.1l l et de l'exactitude à droite 
du produit tensoriel. On démontre que le rectangle | V \ est commutatif comme on 
démontre la commutativité du rectangle [T] du diagramme (13.21 ). Le diagramme 
(15.11) permet bien de définir la flèche en pointillés, dont on démontre comme en 
^ I3.9l qu'elle ne dépend pas du plongement j : — > Q. Finalement, cela démontre 
que l'on a bien un isomorphisme canonique 

Ext^([G^^),Z)®Z(p,)^7rf(X,^)(''')(-l), 

ce qui conclut la preuve du théorème 15.11 □ 
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